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Zur Berechnung elektrostatischer Linsen
Von U. Timm

Aus dem Physikalischen Staatsinstitut Hamburg

(Z. Naturforschg. 10a, 593—602 [1955] ; eingegangen am 11. Juni 1955)

Es wird gezeigt, dal sich die Matrizendarstellung, die sehr hiufig zur rechnerischen Behandlung
von Vierpollinsen angewandt wird, z. B. -2, mit Vorteil auch auf rotationssymmetrische und ebene
elektrostatische Felder iibertragen liBt. Die Integration der Bahngleichung von geladenen Teilchen
in elektrischen Feldern nach der G a n s schen Methode wird in Matrizenform geschrieben. Das dabei
entstehende Matrizenprodukt, in der richtigen Reihenfolge ausmultipliziert, 1i8t dann sogleich alle
charakteristischen Eigenschaften einer Linse erkennen. Das allgemeine Verhalten mehrerer hinter-
einandergeschalteter Linsen kann jetzt in iibersichtlicher Weise angegeben werden. AuBlerdem wird
gezeigt, wie man den Matrizenkalkiil auch zur numerischen Berechnung der charakteristischen Daten
eines Linsensystems verwenden kann. Dabei werden insbesondere die Linsensysteme ins Auge gefal3t,
die zur ersten Fokussierung in Teilchenbeschleunigern wie Van de Graaff- oder Kaskadengeneratoren
dienen.

ber die Eigenschaften elektrostatischer Rohr-

linsen liegt bereits eine grofle Zahl von ex-
perimentellen und theoretischen Arbeiten vor, da
diese zylindersymmetrischen Felder in der Elektro-
nen- und Ionenoptik in groflem Umfang Verwendung
finden. Desgleichen, wenn auch nicht so haufig, sind
Arbeiten iiber das Verhalten von Schlitzlinsen mit
ebenen Feldern veroffentlicht, die vor allem in Mas-
senspektrometern und dhnlichen Apparaturen einge-
baut werden. Diese Arbeiten befassen sich aber vor-
wiegend mit dem Verhalten der einzelnen Linse. Es
soll hier gezeigt werden, wie man durch eine Ver-
einfachung der Methode von Gans?, durch stiick-
weise lineare Approximation des Achsenpotentials
die Bahngleichung zu l6sen, auch Kombinationen
von Linsen bequem behandeln kann. Die Integration
wird durch eine Folge von Matrizenmultiplikationen
ersetzt, so da} sich am Ende die gesamte Linsen-
kombination wieder als eine Matrix darstellt, deren
vier Elemente alle wichtigen Linseneigenschaften
enthalten. Man kann dann einerseits das allgemeine
Verhalten einer Linsenkombination bei variablen
Linsenspannungen verfolgen. Dabei ergibt sich z. B.
der praktisch wichtige Fall, dal man durch Anwen-
dung einer Folge von Beschleunigungs- und Verzo-
gerungslinsen mit wesentlich kleineren Linsenspan-
nungen auskommt als bei einer Einzellinse. Anderer-
seits konnen die Matrizen zur numerischen Berech-
nung einer Linsenkombination herangezogen wer-
den, wobei die Genauigkeit durch immer feinere

1 L.Smith u. R.Gluckstern, Rev. Sci. Instrum.
25, 220 [1955].

Unterteilung der Schritte beliebig gesteigert werden
kann. Ein Beispiel fiir eine solche Berechnung eines
rotationssymmetrischen Linsensystems soll in dem
folgenden Aufsatz gegeben werden.

I. Die charakteristischen Linsenelemente

1. Bezeichnungen

Es soll der Fall betrachtet werden, daf} Ionen mit
der Eintrittsenergie el/; irgend ein fokussierendes
elektrisches Feld der Lange K durchlaufen. Das Ion
bewege sich in z-Richtung, also in Abb. 1 von links
nach rechts. Abb. 1 zeigt die Bahn eines im Abstand
E vom Linseneingang ausgehenden Ions, das im Ab-
stand 4 vom Linsenausgang die Achse wieder schnei-
det. Bild und Objekt sollen im feldfreien Raum lie-
gen. Das Linsenfeld habe die Linge K. Das Ion tritt

Abb. 1. Linse und Strahlengang, schematisch.

im Abstand r, von der Achse und mit der Neigung
re = (dr/dz), in die Linse ein und kommt im Ab-
stand r, mit r,” wieder heraus. £ und 4 sollen in
Pfeilrichtung positiv gerechnet werden.

A.Pipes, J. Appl. Phys. 24, 902 [1953].
G

2 L.
3 R.Gans, Z. techn. Phys. 18, 41 [1937].
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Die Abb. 2 und 3 zeigen den sogenannten I. und
11. Hauptstrahl, d. h. parallel zur z-Achse einfallende
(r¢’ =0) oder ausgehende (r,”=0) Ionen. Durch sie
werden die Brennpunkte F, und F. in bekannter

Abb. 2. Lage des bildseitigen Brennpunktes.

Weise definiert, ebenfalls die Lage der Hauptebenen
H, und H, als Abstand des Schnittpunktes der nach
riickwérts und vorwirts verldngerten geraden Bahn-
stiicke im feldfreien Raum vom Linsenausgang bzw.

Abb. 3. Lage des objektseitigen Brennpunktes.

-eingang. AF, soll wie F, nach rechts positiv gezihlt
werden, ist also in Abb. 2 negativ. Entsprechendes
gilt fiir AF,. Die von den Hauptebenen ab gerech-
neten Brennweiten f, und f. ergeben sich dann als
die Differenz

f=F—A4F. (1)

Durch die vier GroBen f,, fo; AF,, AF, ist die Ab-
bildungseigenschaft der Linse vollstindig beschrie-
ben, wobei man je zwei auch gegen F,, F. austau-
schen kann,

2. Matrizendarstellung

Ein- und ausgehender Strahl werden durch r., r.
bzw. r,, r,’ beschriecben. Man kann zeigen*, daf
sich r,, r,” als Linearkombination von r., r.” schrei-
ben lassen:

!
Fay=0Q4{Te+QqsT oy ¢ 1 a2
a=f1lem M2 gderr, =l r, mit A = (a) azz)’
Ty =0y re+‘122 Te &

(2)
wo t, . Vektoren mit den Komponenten r, . und
r..o sein sollen. Die inverse Beziehung dazu lautet:
M:Graw-Hill

4+ K. Spangenberg, Vacuum Tubes,

1948, S. 328 fI.

U. TIMM

1/ ay —a
— =i 9[-t - %%
Co= A r, mit A= D (‘7021 au,) 5 (3)

D =ayyay—ay ay5.
Damit ist die Linse durch die vier Matrixelemente
ayy bis ay, dargestellt, deren Beziehung zu den vier
charakteristischen Elementen sich leicht ausrechnen

1aB3t. Aus Abb. 2 und 3 liest man ab, daf
F,—= —rJ/r) fir r/ =0, F.=rJr, fir r, =0,

AF" = e—la. Fu. fur r(-’ :Os

Ta

a—Te 54
“¢.F, fir r,/=0.
Te

¥, | .

Damit erhélt man aus (2) und (3)

a 1—a 1
F:l:_ '“s AF:\: o “’ fn:‘_,
Ay a3 ay (4)
Fo— . 22 AF D—ay, D
e Ty Lle= ] f{'z — .
as az asy

Man kann jetzt die Matrizen (2) und (3) durch
Ausklammern von —a,,; auch in folgender Weise
schreiben:
l/le fafe=Fa Fo\ . - 1 Fo FaFe—fyf

= A 0L,
worin die Beziehung — (a;y/as;) =f fo—F, F. aus
(4) leicht abzuleiten ist. Man sieht aus (4) auBler-
dem, daf} f,=f. fir D=1 und F,=F, fir a;; =ay

1st.

3. Abbildungsgleichungen

Die Matrixelemente sind Funktionen der Linsen-
spannungen, deren Ermittlung erst im folgenden Ab-
schnitt behandelt wird. Hier sollen zunachst die
Abbildungseigenschaften allgemein angegeben wer-
den, wie sie sich aus der Matrixdarstellung ergeben.
Die Abbildungsgleichung lait sich aus (2) berech-
nen: Fir ein Ion, das von der Achse ausgeht, gilt

allgemein nach Abb. 1:

E=rJ/r), A= —r/r.,
also nach (2)
A_ _ wmEtay EFa—aplay
ay E+a,, E—Fe¢ ’

Fithrt man £"=E — F, und A" = A — F, als neue Ob-

jekt- und Bildkoordinaten ein, so erhélt man die be-

kannte Hyperbelgleichung der Optik
A,E/zf:lfv:FnFc* a12=£" (6)

a a3

Hiufig wird, um den Durchmesser des Ionenbiindels
am Ausgang der Linse zu berechnen, das Verhiltnis
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re/r, fiir einen Randstrahl gebraucht. Aus (2) bzw.

(8) folat
L. ¥ 1, re_an L@ 1 7
e MTleEi =) Tp g (7

Endlich interessiert noch die Vergroferung, die de-
finiert wird durch M = (rgjia/Tovjext) - Da alle von O
ausgehenden Ionen wieder in B vereinigt werden
(Abb. 4), geniigt es, speziell z. B. einen Strahl, der
mit 7, =0 eintritt, zu betrachten. Dann kann man
aus Abb. 4 folgende Beziehungen ablesen:

s TObj

,
Te = —Top; = —Te E;

o BILTTS s g =A Ty +Tas

. 7
= e

Abb. 4. Zur Ableitung der VergroBerung, schematisch.

Aus (2) folgt dann r,=a;pr. und 1) =asr, .
Setzt man dieses in M ein, so erhalt man nach kurzer
Rechnung, in der E unter Benutzung von Gl. (5)
eliminiert wird, die aus der Optik bekannte Bezie-
hung

M=ay A+ay=ay A = —Af,. (8)

Negatives M bedeutet dabei ein umgekehrtes Bild,
was aber fiir diese Betrachtungen nicht von Bedeu-
tung ist. Fiir 1/M gilt wegen der Umkehrbarkeit des
Strahlenganges entsprechend

1_% L O = s
= BEy E=-%. (%)

Damit sind die wesentlichen Eigenschaften der Linse
mit den Matrixelementen dargestellt.

II. Rohrlinsen. (Rotationssymmetrische Felder)

1. Kurze Darstellung der Gans’schen
Integrationsmethode

Gegeben ist ein rotationssymmetrisches Potential-
feld ¢ (r,z), das etwa durch zwei Rohre, die auf
verschiedenem Potential liegen, realisiert wird (Abb.
5). Die Bahngleichung r(z) eines Ions, das sich in
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einer Meridianebene in z-Richtung bewegt, folgt aus
dem Prinzip der kleinsten Wirkung?. Sie lautet:
N s i {aw r aw} r= dl; (9)

2¢ \3r 3z dz
darin ist ¢ (r,z) entweder durch die Potentiale V,,
Vo, der Elektroden oder durch das Potential auf der
Achse ¢(0,z) =@ (z) vollstindig bestimmt, wegen
der Potentialgleichung A¢ (r, z) = 0. Wir denken uns
@(z) fiir r=0 bekannt und entwickeln ¢(r,z) in
der iiblichen Weise nach Potenzen von r3:

@ (2n)(z) \2n
olra) = Y (-1 T (2
Z (n!) ) (10)
=<p(2) '(,, () + ¢ (P“(Z)+
V=1 2"..7‘/567?.:9:70 V2=77kV
71:,5 D e Z'
A
i
D |
27

Abb. 5. Meridianschnitt einer Rohrlinse, schematisch.

Setzt man (10) in (9) ein und beriicksichtigt nur
Glieder erster Ordnung in r und r’, so erhélt man

mit ’ ”
AT . A

2 4o
eine Differentialgleichung fir r(z), deren Lésung
nur fiir kleine r, 7’ giltig ist (flache achsennahe
Strahlen). Dieser Bereich ist es aber auch gerade,
der eine Abbildung im Sinne des Abschnitts II ver-
mittelt. In Bereichen, wo Glieder mit r2, 7’2 nicht zu
vernachlédssigen sind, treten Bildfehler auf, die aber
in Kernbeschleunigungsapparaten von geringerem
Interesse sind, da eine absolut scharfe Abbildung

der Ionenquelle meist nicht nétig ist.

(11)

Nach Gans® approximiert man ¢(z), das man
etwa durch Messung im elektrolytischen Trog erhal-
oE)
q)ﬂy‘— ———————————

I
|
I
|
I
|
|
]

Z

|
I
|
i
| |
| |

Y
0 L o e "
a Vil Y
Abb. 6. Approximation des Achsenpotentials ¢ (z).

5V.K.Zworykin, Electron Optic and the Electron
Microscope, Wiley & Sons N. Y. 1946.
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ten hat, durch einen Polygonzug wie in Abb. 6. Die
Integration von Gl. (11) geschieht dann in zwei
Schritten:

a) Integration iiber das Segment f3:
¢ =0—>Ver =Cs, also Cs= V@as T o+ ;
damit folgt nach nochmaliger Integration

Tgy— =Taf+ + 2 'T?ﬂ [L'pﬂ _ 1} T,aﬁ:«

fir @5 +0
Pap

(12a)
[durch 7g,+ soll die Steigung kurz vor (—) und
hinter (+) dem Eckpunkt Ay gekennzeichnet
sein, rgy+ =rg—].
b) Integration iiber die Ecke fy:
¢ — o0, aber ¢, ¢, r, r’ endlich

By
~ [ra-

s
P =
- / i3 rdz,
:ﬂ oo
daraus

rﬂ'—r/)—+ ” {(m——(/ﬂ—; (13a)

Man sieht leicht, wie man dlese Gleichungen vervoll-
standigen muf}, um auf die Form der Gln. (2) zu

kommen. Die zu (12a) noch fehlende Gleichung fiir

r’g,— erhilt man aus Cs=Vopr :
7 Cc o » »
T gy— = B _— ‘l’, Pas T (12}))
V(r'/?r Py

wihrend Gl. (13a) vervollstindigt wird durch die
Identitat
(13b)

Dann kann man fiir die Integration iiber ein Seg-
ment schreiben:

: 9"511/ B _I

75 |

Thy+ =Tpr—.

tp— = ' tap+ fiir g +0
0 V f: (12)
und fiir die Integration iber eine Ecke:
1 0
tpy+ = ("Iﬁ”;q,ﬂw . ) Thy— . (13)
4 /

By

Zur Vervollstandigung von Gl. (12) kann man noch
die Bewegung eines Ions im feldfreien Raum, ¢4 = 0,
angeben. Es gilt:

rgy— — ( ! Kﬁ’) tap+ fiir @5 =0,

\1 1 (14)

wie man leicht an Hand der Abb. 7 verifiziert.

U. TIMM

r ok ———
- z
Z///“ ’/

/////4' 9 =0

7. Bahn eines Ions im feldfreien Raum.

Abb.

2. Anwendung auf einfache Rohrlinsen

Die erste Naherung fiir eine Rohrlinse ist die, daf}
man das Achsenpotential ¢ (z) durch eine Gerade
ersetzt, und damit die Linse wie in Abb. 8 in drei
Gebiete aufteilt, deren Felder nacheinander ¢ =0,
@4 = const, @,” =0 sind®. Die Potentiale /; der Lin-
sen sind immer bezogen auf die kinetische Energie

Null der Ionen. Mit den Bezeichnungen von Abb. 6
wire dann:

Pap=Vy, pr=Vs, w8 = (Va—V,)/K, oa =@, =0.
¢’ sei positiv in Beschleunigungsrichtung. Es sei
noch N =V,/V, der Energiegewinn in der Linse,
N ist stets positiv. Jetzt driicken wir nach Gl. (13)
tp,+ durch rg,— aus, dann wieder nach (12) g —
durch reg+ usw. Zum Schlull werde noch rg,+=r,

wirklicher
Potentialverlauf

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!

V1
JLw @ )z
—_—
K

Abb. 8. Einfachste Approximation der Rohrlinse.

und r.5—=t, gesetzt, um auf die Bezeichnungen des
Abschnitts I, 1 zu kommen. Man sieht, dal} die In-
tegration der Bahngleichung jetzt in ein Matrizen-
produkt der folgenden Form uberfiihrt ist:

1 0 1 2K 1 0
YN+1
A= Ly
fa N1 5 o _N-1 e (15)
4K N YN 4K

Wenn man von rechts ausmultipliziert, erhdlt man
die Abbildungsmatrix

P 2K

2 YN+1

o= (16)

_ 3 WN-1((YN-1) 3yN—1 |~
8 KN 2N
aus der nun alle charakteristischen Linseneigenschaf-
ten abgelesen werden kénnen. Die Determinante D

® M. Elkind. Rev. Sci. Instrum. 24, 129 [1953].
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ist D=1/YN, wie man aus der Produktdarstellung

(15) der Matrix erkennt.

Nach (4) bekommt man zunichst fiir die Brenn-
weiten und Hauptebenenabstinde in Einheiten der

Linsenldnge K:

Fa__4 N

4 N YN-3 Fe_4 1 3YN-1
K 3N-1yn-1" K 3 N-1 yN—1
AF, 4 N AFe 4 1 -
K 3 N1 K 3 N-1’ LT
fa 8 N fe 8 VN

K 3 (N—1)(YyN-1)' K 3 (N—1)(YN—-1)~
F./K und F./K sind in ihrer Abhingigkeit von NV in

Abb. 9 aufgetragen.
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einandergeschalteter Linsen, wie aus dem Folgenden
noch ersichtlich sein wird, und zeigt darum auch
noch das Matrixelement

(fafe—FaFe)/K2=(16/3) - {N/(N -1)2}

aus der Darstellung (5), sowie den zur Ermittlung
der Vergroflerung wichtigen Faktor K/f,, deren
Hauptwerte auch in Tab. 1 aufgetragen sind. Die zu
(6) analoge Form der Abbildungsgleichung ist

)

lhr qualitativer Verlauf fiir irgendein festes /V ist in
Abb. 10 gezeigt, aus der man ersieht, wie 4 mit E

N YN _fafe

v—vryn-1: ke (18)

i 4
1 5+
i
+ 19 +
]

Il
+: 13 1
H 12 1
i
,{ 71
| 0+
g
; ol
I.
1 7t
i
[}
1 61
il
i
\ i
\ 2
B
\
X0 T
*
) M 7
"‘l' L \1\+-4_L ,.
} ; 0
_7.
0 01 02 03 0% Q5 g6 07 08 09 1o 2 3

Abb. 9. Charakteristische Daten der idealisierten Rohrlinse in Abhdngigkeit von N. Ordinate:
_____ (fa fe—Fa Fe) [K?*; —x—x— K/fa.

Die Kurven gestatten eine schnelle Beurteilung der
Fokussierungseigenschaften einer Linse mit bekann-
tem NV und K. Da sich alle charakteristischen Grofen,
insbesondere auch £ und A4, proportional mit K ver-
groBern, mufl man K so klein wie moglich wéhlen.
Einige charakteristische Werte fiir F./K und F,/K
sind in Tab. 1 noch einmal eingetragen. Es ist

Fo~F, fir 0,4 <<N<<25.

Abb. 9 ist die Grundlage zur Berechnung des noch
gesondert zu behandelnden Falles mehrerer hinter-

4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 N

Fe/K; ———-F,/K;
N 0 ! 1 9 ~
F /K —% 0 +oo =07 0
F K 0 =07 +o 0o —i
(Fufs—Fy F)iRE 0 =07 +oc =07 0
N 0 0,2 0,5 1 2 15 o
Kif, + o0 1 =01 0 =01 =~1 +o

Tab. 1.

variiert. Aulerdem kann man sich noch tiberlegen,
wie A mit N variiert, wenn man E festhalt. Damit
bekommt man Einblick in die Funktion einer Linse,
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deren Spannung verdndert wird, wahrend Objekt-
weite und Energie der eintretenden Ionen konstant
Kurven finden

bleibt. Derartige sich z.B. bei

Elkind®.

Abb. 10. Variation von Bild- und Objektweite bei festem N.

Fiir den trivialen Fall N =1 liegen selbstverstdnd-
lich Bild und Objekt am gleichen Ort, also
A/K = — (E+K)/K, wie man aus (18) leicht besta-
tigt, wenn man beriicksichtigt, da F,/K=F /K =
(fafe—F.F)/K? fiir N=(1+0)—1. Mit wach-
sendem N geht A/K gegen — oo. Dabei durchschrei-
tet AF,, da die Hauptebenenabstidnde, wie man aus
(17) ersieht, kleiner werden, den Punkt F.(N) =E
oder E'= —f., wozu nach der Abbildungsgl. (18)
A’ = —f, gehort, d. h. das (virtuelle) Bild liegt auf
der bildseitigen Hauptebene H,. Wenn N weiter
wichst, erreicht A" bzw. 4 bei F.(N) = E den Wert
Foo. Fir alle groBleren N-Werte erzeugt die Linse
jetzt reelle Bilder, 4 = 0. Mit weiter steigendem N
wichst die Brechkraft der Linse, d. h. 4 wird kleiner,
bleibt aber stets grofler als F,. Der Wert 4 =0 wird
erreicht bei einem Wert N =N, der sich berechnet
aus

_lafe—FaFe)/k2 4 = _E

Fa/K (VNo+1) (VN,—3)  K°

Waichst N noch weiter, so wird 4/K~F,/K— —4/3
mit N — 00,

Fir ¥ <1 ist der Verlauf ganz &hnlich: Mit
N =1 beginnend geht A/K von A/K= — (E+K)/K
bis A/K = F o0 bei F.(N) =E. Von da ab erzeugt
die Linse wieder reelle Bilder, deren Bildweiten von
A =00 bis A=0 wandern, wenn N bis zum Wert

Null geht.
Nach Gl. (7) wird das Verhaltnis von Austritts-

zu Eintrittsradius eines Ionenstrahls jetzt

Ta__ VN3, 2 K
YN+1 E

re 2 (19)

U. TIMM

Kurven hierzu sind in der Arbeit von Elkind® zu
finden. Gl. (8) fiir die VergroBerung lautet jetat

3 N A K A
M—- L N-)N-1 L=-F4

WK (20)

M kann unter Verwendung der Kurve fiir K/f,
aus Abb. 9 leicht berechnet werden.

Eine wesentliche Eigenschaft der Linse erhilt man
noch, wenn man in den Formeln (17) N durch 1/N
ersetzt:

F.(1/N) =F.(N), AF,(1/N) = AF.(N),
fa(1/N) = fe(N). (21)
Daraus folgt, da} sich die Produkte f, f. und F, F,
bei der Ersetzung nicht dndern. Die Gl. (21) driickt
die auch in der Lichtoptik bekannte Umkehrbarkeit
des Strahlenganges aus.

Das Verhalten der nach Abb. 8 idealisierten Linse
ist damit vollstindig beschrieben. Die Approxima-
tion scheint zunachst sehr grob, ist aber, wie bei
Elkind® gezeigt wird, in den meisten Féllen vollig
ausreichend; vor allem deshalb, weil die Elektroden-
spannungen meist doch variiert werden. Dasselbe
wird auch aus dem im folgenden Aufsatz gegebenen
Anwendungsbeispiel klar werden.

Fir die praktische Anwendung der Formeln ist
noch wesentlich, wie sich die Liange des Feldes K zu
den wirklichen Elektrodendimensionen etwa verhalt.
Den Potentialverlauf fiir die verschiedensten Elektro-
denformen findet man in der Literatur > 74, Unge-
fahr gilt mit den Bezeichnungen von Abb. 11, daB
K~d+D ist, d. h. durch Verkiirzung des Elektro-
denabstandes kommt man hochstens auf K ~ D. Man
hat damit die Moglichkeit, auch ohne genaue Kennt-
nis des Achsenpotentials eine tberschlagsmiBige
Berechnung der Linse vorzunehmen.

PR
r 3
Tg 8 &
T R
NN\ Y1 Aquipotentiallinien
S i N R R
WY .. vy "l"l,
Abb. 11. Typischer Verlauf der Aquipotentialflichen in einer

Rohrlinse.

2. Kombination mehrerer Linsen
Wie in der Lichtoptik, kann man auch hier durch

Hintereinanderschalten mehrerer Linsen die Brech-

7 W. Glaser, Grundlagen der Elektronenoptik, Sprin-
ger, Wien 1952, S. 315 fl.
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kraft steigern. Die Gesetzmafigkeiten dabei sollen
im folgenden unter Ausnutzung der oben entwickel-
ten Matrizendarstellung angegeben werden. Dazu ist
es zweckmalBig, die Abbildungsmatrizen in der Form

(5) zu betrachten.

1 K
AU ( ) A=L (
a2
F jlo /p‘)
_ FutFe—Kp[ * Futfo K
fa1 fa2 1
Man erhalt damit fiir die Gesamtlinse:
L ks Kas APt O} L (,  fomd)
fa fa1 fa2 fa2\ al ’
1 fatfe—{Ki—(4Fa+A4Fe)) L(’l_,r [gljé')
fe fet fe2 fer\ fe2
(22)
mlt AEK]-_)*- (AF;II + JFeg).
?(2)
VJ __________________
|
I
77| I
|
Lo '
1 | :
Y () 1 (%) 7
0 | ] 1 I JEL
A
K K Kz
Abb. 12. Hintereinanderschaltung zweier Linsen.

Im Zahler steht die Summe der einander zugewand-
ten Brennweiten der Einzellinsen, vermindert um den
Abstand 4 der zugehorigen Hauptebenen. Man sieht,
daB f, < /f.,2 und fo << fo; ist, solange 4 <f,y, fe2 ist,
die Brechkraft wird also verstirkt. Ferner gilt:
F=F g 777,{11.&1
© Y Fu+Fe—Ki®
(23)
Hierin bedeutet K> — (F,; + F.>) den Abstand der

einander zugewandten Brennpunkte; er mufl negativ
sein, wenn F, << Fy», F, << F,; sein soll.

Fiir den Spezialfall, daB N,=1/N; ist, verein-
fachen sich die Formeln nach Gl. (21) in folgender

Weise (fir das gesamte Linsensystem ist dann NV =1,
kein Energiegewinn) :

F.—F.o— _ 1a2fe2
N = Fl1+Fo’_K1’

12

599

Abb. 12 zeigt den Potentialverlauf auf der Achse
irgend zweier aufeinander folgender wie in Abb. 8
idealisierter Linsen. Die Gesamtabbildungsmatrix
dieser im Abstand K, hintereinandergeschalteter
Linsen stellt sich wieder als Produkt der einzelnen
Matrizen dar, namlich:

Faz fazle‘_’_pa‘.’pw)( 1 Kl?)(Fal /al/el_F:uFel)
= Feo 0 1 /31 Feq /

“F _F J»Fa:z/alfel-"'pelfa?,e?
aztet Fa1tFep—Kys
fatfex
T Fy K

_ fatfer

f:l_fl’ 2F11—*K1’ —/7

FyaFo=Fy— ol __f 24
a e el 2 Fa1—Ki2 ’ ( )

AF, = AF,=Fo —2 f=AF,

so daB} f= (F.; — F) ist. Hiermit bekommt man nach
(18) und (20)

A = (Fy—F)2, (25)
M= _41f. (26)

Solche Linsen sind aus dem Grunde besonders giin-
stig, weil sie eine Erhohung der Brechkraft erreichen,
ohne dafl man hohere Potentiale an die Elektroden
zu legen braucht, als im Fall einer einfachen Ver-
z6gerungs- oder Beschleunigungslinse. Die Gln. (22)
und (23) gelten allgemein fiir alle Linsen mit den
unter I, 1 beschriebenen Eigenschaften.

Setzt man in den Gln. (24) bis (26) die Groflen
Fu1s Fet, fa1, fer aus (15) ein, so erhélt man die glei-
chen Formeln in ihrer expliziten Abhingigkeit von
N, fiir Rohrlinsen, wo der Einfachheit halber K, =0
gesetzt ist:

i_ 8 VN,

K 3 (N,—1) (YN,—1) (YN, —3) ’

F_ 4 3N,—8V/N,+3

K 3 M=) (VM=) (YMi=3) " { (94,

aF _ .

K (VN +1) (YN, —3)

,’(> fir 0<<N,<<9;
E 4 (8) N 25
K K (3) (Ny—1)2(YN,—1)2 (YN, —3)2’ (25a)

3
M= —= (N;-1)(VN,-1) (VN,—

8N,
(26a)
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Abb. 13 zeigt den Verlauf von F/K gegeniiber F;/K
der Einzellinse fir den Fall, daB} K;,=0 ist. Man
kann diese Kurve entweder aus Gl. (24) berechnen
unter Benutzung der Werte aus Abb.9 oder auch
direkt aus der expliziten Darstellung (24a). Es ist
einzusehen, dafl durch Hintereinanderschalten meh-
rerer solcher Linsen die Brechkraft weiter erhoht

B
a
\.

st e e e b e ]
P P

\

0 N—

V.

-10

Abb. 13. Verlauf von F/K mit N, verglichen mit Fe1/K der
Einzellinse, fiir K12=0.
Fe1/K;

Ordinate:

wird. Man erkennt aus (23) schlieBlich noch, dal3
fa.e(N) und F, .(N) jetzt Pole an den Stellen N,
haben, wo F(Ny) + Fea(Ny) =K;o ist, d.h. die
Brennweiten konnen bei einer Kombination mehre-
rer Linsen den ganzen Bereich zwischen + oo und
— o¢ durchlaufen.

III. Schlitzlinsen (ebene Felder)

1. Bewegungsgleichung

Das Problem ist dem rotationssymmetrischen Fall
sehr dhnlich, da sich die Bewegungsgleichungen nur
durch einen Zahlenfaktor unterscheiden. Es sollen
hier darum nur die typischen Abbildungseigenschaf-
ten angegeben werden. Die Kombination mehrerer
Linsen 1aBt sich damit ohne Schwierigkeit vom rota-
tionssymmetrischen Fall auf den ebenen tbertragen.

Das Ion bewege sich wieder in z-Richtung. ¢ ist
aber jetzt nur von y und z abhingig und symme-
trisch zur xz-Ebene, also

P=¢(y,2) =¢p(—y,2). (27)
Die Bahngleichung v (z) fiir ein Teilchen, das sich

nur in der yz-Ebene bewegt, leitet sich genau so her
wie unter II, 1, so daB man mit " = dy/dz bekommt

U. TIMM

(28)

Es sei wieder ¢(0,z) =¢(z) das Potential auf der
Symmetrieebene zz. Durch ¢ (z) und die Symmetrie-
forderung (27) ist ¢ (y,z) eindeutig bestimmt. Man
findet als Reihenentwicklung:

)
I/'Zn

P(y2) = D (=D gl () o

n=0

o (29)
~p(&) - L") + LV (@) F o

Setzt man (29) in (28) ein und berticksichtigt nur
Glieder erster Ordnung in ¥ und ', so lautet die
Bewegungsgleichung:
’” @ ®”

Y =_'27pr “2¢y (30)
Gl. (30) unterscheidet sich von der entsprechenden
Gl. (11) nur durch den zusétzlichen Faktor 2 bei y.
Die Losungen y(z) sind wieder nur fiir kleine y,y’
giltig (flache, ,,achsennahe® Strahlen).

Die Integration der Gleichung nach der Gans’schen
Methode macht darum keine Schwierigkeiten, man
erhalt statt (12):

2% Il,@{ - 1}

75 W e

0 L/"?ﬁaﬂ

Ypy

und nach der Integration iber eine Ecke Sy statt
(13):

Dap+ fiir @g +0
(31)

1 0
Dgy+ = ("'ﬂ;v7_7/ﬂ;rf_ 1 ) Dpy—. (32)

- 772{Fﬂ?
SchlieBlich gilt fiir ein feldfreies Stiick wieder wie
(14):

1 K

‘)ﬁr*:( & 1‘9) Dag+ fiir g5’ =0. (33)

2. Linseneigenschaften

Abb. 14 zeigt im Schnitt eine Schlitzlinse, wie sie
oft zur Beschleunigung und Fokussierung von Ionen

[~ Aquipafentiallinien

Abb. 14. Schnitt durch eine Schlitzlinse, schematisch.
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verwendet wird. Die Schlitze seien in z-Richtung
sehr lang. Dann kann man das Potential auf der
Achse, ¢ (z), wie in Abb. 8 annidhern. Es sollen die-
selben Bezeichnungen wie in Abb. 8 gelten. Die Ab-
bildungsgleichung lautet dann:

1 0 1 5 1 0
YN+1
_ Dias
| v Lo L
2KN VN 2K

Wenn man ausmultipliziert, erhilt man statt (16)
jetzt:

V= 2K
’ YN+1
A= : (34)
(V=1 (YN-1) 2 YN-1
KN N

Es ist wieder D =1/)/N. Nun kann man die charak-

teristischen Linsenelemente nach (4) sofort angeben:

Fo _ N YN-2 Fe 1 2YN-1

K N—1 yN-1' K N-1 yN—1’
AF, N AF, 1 "
K - N-1 K A1 (35)

fa _ N fe o }/N o

K (N—-1)(YN-1) = K (N-1)(YN-1)~

Die Abhingigkeit der Brennweiten von N ist der
der Rohrlinsen, Abb. 9, sehr dhnlich, sie sind nur
im Falle der ebenen Felder kiirzer, d. h. die Brech-
kraft ist grofer. f, und f, sind auch hier stets positiv.
Aus (5) folgt die Abbildungsgleichung

AE NyYN _ Jafe

KK (N-1)ryN-1) K (36)
Der Gl. (19) entspricht hier
Ya _ _(YN—-2)+_ 2 K
" (VN-2) + Ne1 B0 BD
Fir die VergroBerung erhélt man nach (7)
—_Ywv_ A __ K4
M= — AN} (VN -1} 5 ke (38)

Auch die Gln. (21) sind im ebenen Falle giiltig,
wie man leicht nachpriift. Man kann darum auch die
Gln. (24) bis (26) fir die Hintereinanderschaltung
zweier Linsen mit Ny, N,=1/N, auf ebene Linsen
anwenden, mit dem Ergebnis

f_ 1 VN,

K 2 (Ny—1) (YN, —1) (YN,—2)’

7177: 7177774]\'1—91/1\'1+4 ) ;

K 2 (Ny—1) (VN,—1) (VN,—2)’ (2db)
AF o o 27

K (VN:+1) (YN, —2)’
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E/,A':l, N, S

KK 4 (N,—1)2(YN,—1)2(YN,—2)%’
M= =2 (Ny—1) (VN;—1) (VN, - 2) % .(26b)

| Ny K

Es ist wieder zweckmiBig, sich die Werte fiir F,/K,
F.J/K, K/f, und (f,f.—F,F.)/K? in einer Tabelle
oder graphischen Darstellung zusammenzustellen,
die man dann zur Berechnung komplizierterer Sy-
steme benutzen kann.

(25b)

IV. Numerische Berechnung von Linsen

Auch fir die numerische Berechnung von Linsen-
systemen ist die Matrixdarstellung (5) vorteilhaft
und soll hier kurz beschrieben werden. Dabei ist es
gleichgiiltig, um welche speziellen Linsen es sich
handelt, wenn sie nur die Abbildungseigenschaften
(2) haben. Es konnen also z.B. auch elektrische
Vierpolfelder sein. Da die explizite Darstellung der
charakteristischen Linsenelemente hier aber nur fiir
rotationssymmetrische und ebene Felder dargestellt
ist, bezieht sich das Folgende nur auf diese Linsen.

Ist z. B. fiir eine Einzellinse die Naherung nach
Abb. 8 nicht ausreichend, so kann man den Verlauf
des Achsenpotentials durch mehrere Segmente eines
Polygonzuges besser annihern und muf} nun die
charakteristischen Linsenelemente fiir mehrere N-
Werte numerisch ausrechnen. Beispiele hierfiir fin-
det man in der Arbeit von Gans. Eine solche ge-
nauere Berechnung der Einzellinse durch feinere
Unterteilung der Integrationsschritte soll hier zu-
nichst betrachtet werden (Abb. 15). Das Achsen-
potential ¢ (z) sei jetzt durch n Segmente angeni-
hert. Jedes Segment verhilt sich wie eine Einzel-
linse, wie sie im Abschnitt II, 2 behandelt wurde.

?(2)
LN
4 L‘ [ {i+] 7z
0 = —»
Ki
Abb. 15. Approximation des Achsenpotentials durch einen
Polygonzug.

Man kann daher, nachdem man die Werte NV;...N,,
K;...K, nach der Approximation festgelegt hat, zu
jeder Einzellinse die charakteristischen Gréfen

Fa(N) Fe(Ni) {fafe—FaFe} (N K;

K& favy’

. 5 =k e oy
Ki ° K; K;? : s
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aus Abb. 9 oder einer entsprechenden Darstellung
fiir die Schlitzlinse entnehmen, oder nach den Gln.
(17) bzw. (35) berechnen und mit K; multiplizie-
ren. Sodann kann man die Matrizen
1 F:l(‘\li) {f“_f’.—l-‘" F&'}('\vi)“
Moo —— -
A= V) ( . FLN) ), i=1...n

\

bilden. Die gesamte Abbildungsmatrix A ist dann
das Produkt

A=A,... A

1 [ ‘112‘)
k= [_Ifa(Ni) azy  ags

oy (Fu fafe=Fy Fe
Hfa(NI) =1 Fo )

Nachdem man also — ap; ausgeklammert hat, erhalt
man direkt die charakteristischen Groflen der Ge-
samtlinse F,, F,, 1/f., fofo—F. F., bei dem gesam-

ten Energiegewinn N = HN,- .

i=1

Ein Punkt bedarf dabei noch besonderer Begriin-
dung. Bei der Einzellinse nach Abb. 8 sollte stets ein
feldfreier Raum, ¢’ =0, folgen und vorangehen,
wihrend hier aber Felder ¢’ =cy,c¢s,...#0,0,...
aufeinander folgen. Es ist darum nicht selbstver-
standlich, daB man die Matrizen der Einzellinsen
ohne weiteres miteinander multiplizieren darf. Man
iiberzeugt sich aber leicht an Hand der Matrix (13),
die die Integration iiber eine Ecke darstellt, da} man
(13) in zwei Integrationsschritte aufteilen kann,
von denen der erste nur bis ¢" =0 geht, wihrend
der zweite bei ¢' =0 anfingt. Es werde iiber die
Ecke 1,2 integriert mit ¢, =c, ¢, =¢; :

/1 0\ ! 1 0 /1 0‘\‘
(13) :(‘1“: )=( c3) )( €1 g
\ 4 %4 : ST ! Hrg 1/

Y12
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Die Multiplikation der Matrizen fiir die Einzellinsen
war also erlaubt.

Als zweites Beispiel sei die Berechnung einer Hin-
tereinanderschaltung mehrerer Linsen mit feldfreien
Zwischenrdumen angefiihrt, die einzeln wie in Abb. 8
approximiert werden (Abb. 16). Nachdem man die
N; und K; der Einzellinsen festgelegt hat, wobei fiir
die feldfreien Zwischenrdume jeweils N =1 zu set-
zen ist, verlauft die Berechnung der charakteristi-
schen Elemente der Gesamtlinse genau so wie oben
beschrieben. Dabei sind die Faktoren f, (N;) nur fiir
die Berechnung der Vergroflerung der Gesamtlinse
‘erforderlich, sie konnen also gegebenenfalls weg-
gelassen werden.

K Ke Ky Ky o Ks

Abb. 16. Approximation des Achsenpotentials von drei hinter-
einandergeschalteten Linsen.

Man erkennt, dal die im Abschnitt II, 2 behan-
delte idealisierte Einzellinse gewissermallen eine
Elementarzelle darstellt, mit deren Hilfe man die
charakteristischen Elemente aller anderen Linsen
und Linsensysteme mit beliebiger Genauigkeit be-
rechnen kann.

Herrn Professor Dr. H. Neuert danke ich fir die An-
regung zu dieser Arbeit sowie fiir zahlreiche Diskussionen zu
diesem Thema.



